Kapitel 4

Typen und Typcheck

4.1 Typsysteme, Typiiberpriifung

Wir haben bisher algebraische Datentypen in KFPT, Erweiterungen von KFPT
und Haskell kennengelernt, und gesehen, dass es in KFPT dynamische Typfehler
geben kann, und dass Haskell ein strenges Typsystem hat, so dass es keine
Typfehler zur Laufzeit gibt. Wir werden ein polymorphes Typsystem vorstellen,
und zwei Varianten des dazugehorigen Typiiberpriifungsalgorithmus (Hindley,
Milner, Mycroft, Abramsky, Damas).

Wir legen die Sprache KFPT mit der Erweiterung (im 2. Kapitel mit KFPTSP
bezeichnet) beziiglich der Typangaben der Konstruktoren zugrunde, so dass fiir
jeden Konstruktor im Deklarationsteil ein Typ mit angegeben werden muss.
Ebenso nehmen wir an, dass Superkombinatoren erlaubt sind.

Die Typregeln, die wir angeben werden, kénnen analog auch auf andere funktio-
nale Programmiersprachen angewendet werden, wobei auch fiir kompliziertere
Konstrukte Typregeln entworfen werden kénnen.

Erwiinschte Eigenschaften eines Typsystems:

e Wenn ein Ausdruck positiv iiberpriift worden ist, d.h. einen
Typ hat, dann sollte nach der Kompilierung zur Laufzeit kein
dynamischer Typfehler auftreten.

e Auflerdem sollten keine zu starken Programmierbeschrin-
kungen durch das Typsystem erzwungen werden.

e Typisierung sollte effizient entscheidbar sein.

Das Milnersche polymorphe Typsystem ist ein strenges und statisches Typsys-
tem, d.h. jeder erlaubte Ausdruck (und Unterausdruck) muss einen Typ haben.
Die Typen existieren nur zur Compilezeit. Das Laufzeitsystem hat (fast) keine
Typinformation mehr. Das ist im Gegensatz zu dynamischen Typsystemen, bei
denen Typen auch zur Laufzeit der Programme gepriift werden.

Zur Wiederholung nochmals die Syntax von KFPT:
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Exp = V Hierbei steht V fiir Variablen
\V -> Euxp) wobei V' eine Variable ist.

cryp Expr ... Expy) wobei ¢ Konstruktor mit n = ar(c)
caserypname Lxp of {Paty -> Expy;...; Pat, -> Exp,})
Hierbei ist Pat; Pattern zum Konstruktor ,
Es kommen genau die Konstruktoren zum Typname vor
Pat; — Exp; heifit auch case-Alternative.

Pat == (cVi...Va (o)
Die Variablen V; miissen alle verschieden sein.
Das sind Pattern bzw. Muster)
Zur Typisierung nehmen wir an, dass:

e case getypt ist, d.h. einen Typindex hat.
e Die Konstruktoren getypt sind; d.h. einen polymorphen Typ haben.

Man sieht schnell ein, dass es kein Typsystem geben kann, das alle KFPT-
Programme erkennt, die keine Typfehler machen werden. Denn:

Satz 4.1.1 Es gibt keinen Algorithmus, der fir jedes eingegebene KFPT-
Programm entscheidet, ob es einen dynamischen Typfehler (zur Laufzeit) geben
wird oder nicht.

Beweis. Die Zuriickfithrung auf das Halteproblem ist einfach: Betrachte den
Ausdruck

if t then case_Bool Nil {p1-> (Nil Nil) ; ... }
else case_Bool Nil {p1-> (Nil Nil) ; ... }

Dieser Ausdruck ergibt bei beliebigem t (das keine Typfehler erzeugt) genau
dann einen Typfehler, wenn ¢ terminiert. Da man in KFPT eine (getypte) Tu-
ringmaschine codieren kann (Einsetzen fiir ¢), hat man das Halteproblem zu
entscheiden. a

Das Typsystem kann Ausdriicke als ungetypt zuriickweisen, d.h. es werden be-
stimmte Programme (die ungetypten) verworfen und nicht akzeptiert. Die Kon-
sequenz aus der Unentscheidbarkeit ist jedoch, dass es in jedem Typsystem
ungetypte Programme gibt, die sinnvoll sind, bzw. die zumindest keine dynami-
schen Typfehler provozieren. Typiiberpriifung kann zur Verbesserung der Effizi-
enz beitragen, da i.a. nach der Typiiberpriifung keine dynamische Typpriifungen
zur Laufzeit mehr notwendig sind.

4.1.1 Polymorphes Typsystem nach Milner (& Mycroft)

Syntax fiir Typ-Ausdriicke:
Typ ::= Variable | (Typkonstruktor Typ...Typ) | Typ — Typ
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Die Anzahl der Argumente eines Typkonstruktors muss der Stelligkeit des Typ-
konstruktors entsprechen.

Wir erlauben (zunéchst) nicht: Variablen als Typkonstruktoren und partiell an-
gewendete Typkonstruktoren.

(Typ-)Variable: bedeutet beliebiger Typ, Bezeichnung: «, 3,7, 9, . ... Gleiche
Variablen bedeuten gleichen Typ.

Typkonstruktor: zu jedem algebraischen Datentyp gibt es einen. Die Stellig-
keit wird bei der Definition der Daten-Konstruktoren festgelegt: Das ist
die Anzahl der verschiedenen Typvariablen in den Konstruktoren. z.B. bei
List (bzw. []) ist es eine Typvariable (der Typ der Elemente). Bei Paar
(bzw. (-,-)) sind es zwei Typvariablen.

— ist der zweistellige Typ-Konstruktor fiir Funktionen.

Typkonstruktoren kénnen benutzerdefiniert sein (z.B. Baum .). Eingebaute
Typkonstruktoren sind:

Liste [ ein Typ-Parameter erlaubt
Tupel (.y...y.) | Stelligkeiten > 2
Funktion | — Infix und Stelligkeit 2

Typen mit — sind sogenannte Funktionstypen. Die Konvention ist, dass man
normalerweise a — b — ¢ — d schreiben darf, und der gemeinte Typ dann
durch Rechtsklammerung entsteht, d.h. a — (b — (¢ — d)). Es gibt spezielle
syntaktische Konventionen fiir Tupel und Listen. Zum Beispiel ist (Int,Char)
der Typ eines Paars von Zahlen und Zeichen; [Int] ist der Typ einer Liste von
Zahlen des Typs Int.

Man verwendet den doppelten Doppelpunkt zur Typangabe. ¢ :: 7 soll bedeuten,
dass der Ausdruck ¢ den Grund-Typ 7 hat. Dies ist syntaktisch auch in Haskell-
Programmen erlaubt.

e Basistypen nennt man auch elementare Typen.

e Einen Typ nennt man auch Grundtyp, wenn er keine Typvariablen enthélt.
Einen solchen Typ nennt man manchmal auch monomorph.

e Einen Typ nennt man polymorph, wenn er Typvariablen enthélt.
Beispiel 4.1.2

e Typ von *: Int — Int — Int.

o Typ von Id: a — a.

e Typ des Paar-Konstruktors: Paar: o — 3 — («, 3).

Hier bedeuten Vorkommen der gleichen Typvariable auch, dass dort immer Ob-
jekte des gleichen Typs gemeint sind: Id nimmt Objekte vom Typ a und gibt
als Resultat wieder solche vom Typ « zuriick.
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Beispiel 4.1.3

e length:: [a] — Int
D.h. die Funktion length hat als Argument ein Objekt vom Typ [«], wobei
«a noch frei ist. Das Ergebnis muss vom Typ Int sein.
Will man den Typ als prdadikatenlogische Formel ausdriicken, so kionnte
man schreiben:
Va.length :: [a] — Int

Das kann man interpretieren als: Fiir alle Typen « ist length eine Funk-
tion, die vom Typ [a] — Int ist.

Da das eine Aussage iiber Argumente und Resultate ist, sollte folgendes
gelten: Va.(z :: [o]) = ((1ength x) :: Int).

o ()ia— o] — o
Der Listenkonstruktor hat zwei Argumente. Das erste hat irgendeinen Typ
«a. Das zweite Argument ist eine Liste, deren Elemente vom Typ «, d.h.
von gleichem Typ wie das erste Argument sein miissen. Das Ergebnis ist
eine Liste vom Typ [a].

e map :: (a« — ) — [a] — [0] beschreibt den Typ der Funktion map.
Die Bedeutung des Typs a — [a] — [a] kann man auf zwei Arten interpretieren:
1. « ist allquantifiziert . D.h. der Typ ist: Va.a — [a] — [a].

2. Als eine Beschreibung einer Menge von Grundtypen, die ein Ausdruck
haben kann. In diesem Falle ist das die Menge {7 — [r] — [7] | T ist ein
Grundtyp}.

Annahme Damit wir eine Basis fiir konkrete Typen von Ausdriicken haben,
wird davon ausgegangen, dass die Datenkonstruktoren einen vorgegebenen
Typ haben, der bei der Deklaration der algebraischen Datentypen in einem
Programm mitangegeben werden muss.

1. Dieser Typ gibt die Stelligkeit an, und die méglichen Typen und Typkom-
binationen der Argumente.

2. Der Zieltyp muss von der Form T' «; ... a,, sein, wobei T jeweils der Typ-
konstruktor des zugehorigen algebraischen Datentyps ist und «; Typva-
riablen sind.

3. Alle Typvariablen, die im Typ der Argumente vorkommen, sollten auch
im Zieltyp des Datenkonstruktors vorkommen.

Beispiel 4.1.4

Paare: (.,.):a— (— (o, 0)
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Listen: List (bzw. [|) wird als einstelliger Typkonstruktor definiert.
Nil wund : sind die (Daten-) Konstruktoren.
Nil: [o] und 27 a — [a] — [o]
Dies definiert Listen, bei denen die Elemente den gleichen Typ haben.
(1 : (True : Nil)) ist dann nicht mehr mdglich, da das zweite Argu-
ment von : einen Listentyp haben muss.

Die Konstruktoren von Bool haben folgende Typangaben: True: Bool wund
False: Bool.

Beispiel 4.1.5 markierte bindre Biume: Definition in Haskell:

Data Tree a = Node (Tree a) (Tree a) | Leaf a

e Tree ist der einstellige Typkonstruktor.
e Node,Leaf sind die Konstruktoren.
e Node: (Tree ) — (Tree a) — (Tree «)

e Leaf: o — (Tree «)

4.1.2 Instanz eines polymorphen Typs

Dazu benétigt man (Typ-)Substitutionen o: das sind Abbildung, die Variablen
Typterme zuordnen. Diese kann man dann auch auf komplexere Typterme an-
wenden durch die Regel o(c t1...t,) = (c (ot1) ... (0ty,))

Dann ist o(d) Instanz eines Typs §. Wenn nach der Instanziierung der Typ
keine Variablen mehr enthilt, dann sprechen wir von Grundinstanz (Grundtyp,
monomorpher Typ).

z.B. Instanzen von [a] sind [Int] und [[«]], wobei [Int] eine Grundinstanz ist.

4.2 Typregeln (auf Grundtypen) fiir KFPTSP

Wir geben Typregeln an, die es erlauben, aus den bereits berechneten Grund-
Typen von Unterausdriicken (bzw. Mengen von Grundtypen) die Typen der di-
rekten Oberausdriicke herzuleiten. Da man mit diesen Regeln zunéchst mal alle
Typen eines Ausdrucks herleiten kann, wirkt das Verfahren etwas umsténdlich.
Man kann aber auf diesem im Prinzip die anderen Verfahren logisch aufsetzen.
Die Regeln sind folgendermafien aufgebaut:

bisherige Folgerungen

neue Folgerung

Oberhalb der Linie stehen bisherige Folgerungen, die von der Form

Typannahme - t; : 7;
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sind, und unterhalb steht die neu zu schliefende Folgerung
Typannahme - ¢ : 7

Hierbei stehen 7, 7; jeweils fiir einen Grundtyp. Regeln ohne Voraussetzungen
(mit leerer oberer Zeile) nennt man auch Axiome. Bei diesen wird die Annahme
und der Strich weggelassen.

Die Typannahmen A sind eine Menge von Angaben iiber die moéglichen Typen
der freien Variablen und bekanntes Wissen iiber die Typen der Konstanten,
wobei die Konstanten sowohl Konstruktoren als auch andere Funktionssymbole
sein kénnen.

Von den Variablen nehmen wir an, dass jede genau eine Typannahme z : 7 in
einer Typannahme A hat. Die Konstanten kénnen mehrere Typannahmen ha-
ben: ¢: 7,...,c: 7. Im allgemeinen ist dies eine Menge T' von Grundinstanzen
eines einzigen (polymorphen) Typs mit Variablen. In diesem Fall schreiben wir
diese Menge als eine Typangabe ¢ : V(d). Diese reprisentiert T = {7/ | 7/ ist
Grundinstanz von 0}. Die Menge der zugehérigen Grundtypen ist i.a. unendlich
grof.

Die Regeln definieren eine Herleitbarkeitsrelation F zwischen Annahmen iiber
Typen von Variablen und Konstanten. A F s : 7 bedeutet, dass aus den An-
nahmen A iiber die Typen der Variablen und Konstanten in s das Typsystem
den Typ 7 von s herleiten kann. Da man fiir Konstanten mehrere Typannah-
men machen kann, ergibt sich somit auch, dass man moglicherweise mehrere
Typinferenzen ziehen kann. Damit kann man i.a. eine Menge von Typen
fiir einen Term herleiten. Hierbei kann man in vielen Fillen die Menge der
hergeleiteten Typen wieder als Instanzmenge eines polymorphen Typen berech-
nen. Interessanterweise kann man damit auch die Beschrankungen des Typklas-
sensystem modellieren. Z.B. die Menge der Typen des Zeichens + ist endlich:
{Int — Int — Int, Integer — Integer — Integer,...}.

Das Semikolon trennt verschiedene mit “und“ verbundene Annahmen {iiber die
Ableitbarkeit von Typen.

4.2.1 Typisierungsregeln

In folgenden stehen 7, 7; fiir Grundtypen, T fiir eine Menge von Grundtypen.
Axiom fiir Konstanten

AU{c:T}Fc:Twenn71eT
Axiom fiir Konstanten (polymorphe Typen)

AU{c:V(8)} Fc: 7 wenn 7" Grundinstanz von §

Axiome fiir freie Variablen

AU{z:7}Fax:T
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Anwendungsregel:

Ara:(m —m);AFb:n
AlF(abd):m

Superkombinator-Regel

AU{zy:m,...en: ot e: T
sc 1 ...%T, = e ist die Definition fiir sc

Absc:mi— ...—Th — T
Nebenbedingung ist, dass A keine Annahmen {iiber x; hat.

Abstraktion:

AU{z:m}Ft:n
AF (Azt): 1 — 7

case-Regel:

w ist ein Typ zum Typkonstruktor D
AlFe:p
AU{Z11:Ti1 - Tin)  Toe@) b F (€ 21 Tin)) T 1

AU {xm,l *Tm,1 - - Tmn(m) * Tm,n(m)} F (Cm Tm,1 - - xm,n(m)) By
AU{z11 T T pa) s Tipyy Fer: T

AU{Zm1 T -+ Ton(m) * Tmgn(m) } - €m 2 T

At (casep e {(c1 T1,1... T p)) = €155 (Cm Tm1 -+ Tion(m)) — €m}) i T

Mit diesen Regeln kann man bereits Typen fiir nicht rekursiv definierte Su-
perkombinatoren erschlieffen. Man kann oft fiir Superkombinatoren polymorphe
Typen angeben, die alle herleitbaren Grundtypen reprisentieren. Wir geben
dafiir jedoch hier keine Regeln an, da das im Typsystem fiir Typen mit Typva-
riablen besser und versténdlicher gemacht werden kann.

Die Typregel fiir Abstraktionen und die case-Regel verdndern die Menge der
Typannahmen, indem die Annahmen fiir gebundene Variablen geléscht werden.

Definition 4.2.1 Ein Term t ist (bzgl des Grundtypensystem) wohlgetypt,
wenn man fir t mindestens einen Typ herleiten kann, D.h. A = t soll her-
leitbar sein. Hierbei darf A nur Annahmen zu Variablen enthalten, die frei in t
vorkommen.

Das ist offenbar nur dann moglich, wenn auch alle Unterausdriicke wohlgetypt
sind, d.h. einen Typ haben.

Beispiel 4.2.2 Wir berechnen den Typ der Abstraktion Id = \x.x:

{z:7}brax:7
DXz :7—71
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wobei T ein (beliebiger) Grundtyp ist.
D.h. man kann fir 1d alle Typen der Form {T — 7} herleiten. Das ist gerade
die Menge der Instanzen von o — «.

Beispiel 4.2.3 unit-1list x = Cons x Nil

Sei A = {z: 7,V(Nil : [(]),Cons : V(o — [a] — [a])} die Menge der Annahmen.
Beachte, dass [] hier fir die Menge aller Grundinstanzen steht, entsprechend
bei Cons. Hierbei ist T ein fester Grundtyp.

Aus dem Typ von Cons ergibt sich, dass

At (Cons x) : [7] — [7]

d.h.: (Cons x) hat den Typ [r] — [r]. Weitere Anwendung auf Nil erfordert,
dass der Typ des Arguments und der erforderliche Typ des Funktionsausdrucks
ibereinstimmen. Da [T] eine Instanz von [(] ist, erhalten wir

At (Cons x Nil) : [7]

D.h. fiir alle Grundtypen T gilt: unit-list: 7 — [r]. Da das fiir alle Grundtypen
T gilt, ist der Typ von unit-1list somit eine Menge von Grundtypen, die man
mit dem polymorphen Typ o — [a] beschreiben kann.

Beispiel 4.2.4 Die Funktionen twice sei definiert als: twice £ x = £ ( £ %)
Die Typannahme sei A= {x:7,f: 7},

Der Typ von (£ x) muss existieren: deshalb muss £ : 79 = 71 — T3 sein,
wobei T3 noch unbestimmdt ist, aber der Typ von (f x) muss existieren: (£ x):
73. Dies bedeutet eigentlich, dass nur Annahmen folgender Form sinnvoll sind:
A ={z:7m,f:7 — 13}

Der Typ von £ (£ x) muss existieren: Wir haben angenommen, dass Argu-
mentvariablen nur einen einzigen Typ haben, der in die Typberechnung eingeht:
Dann ist 1 = 173 und £ (£ x): 71. Da wir die mdoglichen Annahmen weiter
eingeschrinkt haben, gilt jetzt: A” = {x : 7,f : 1 — 71} und daraus lisst
sich jetzt £ (£ x): 1 herleiten. Damit erhalten wir als Typ von twice mit der
Superkombinatorregel: (1 — 1) — 7 — 7. Da dies ohne Annahmen iber twice
hergeleitet werden konnte, und auch fir alle Grundtypen T hergeleitet werden
kann, kann man als Typ von twice (o — o) — o — « angeben.

Betrachtet man die Annahmen genauer, wird klar, dass man statt einer unend-
lichen Menge von verschiedenen Annahmen fiir die freien Variablen, wobei fiir
jede Kombination dieser Annahmen jeweils eine Typherleitung gemacht werden
muss, diese auch mit Typvariablen versehen kann.

Die Annahme, dass man fiir die Eingabeargumente nur einen Grundtyp zulésst
(statt einer Menge), ist wesentlich fiir die Einfachheit des Typsystems. Das
ist die sogenannte Monomorphie-Annahme, die im allgemeineren Typsystem
ebenfalls verwendet wird (allerdings in etwas anderer Form). Man kann sich
auch Typsysteme vorstellen, die fiir Funktionen als Argumente verschiedene
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Typinstanzen dieser Funktionen im Rumpf verwenden. Als Beispiel wollen wir
die Funktion selfapply betrachten, deren Rumpf als Unterausdruck in der
Definition des Fixpunktkombinators Y vorkommt:

Beispiel 4.2.5 Berechne den Typ von selfapply x = x x nach zwet verschie-
denen Methoden.

1. Argumente diirfen nur mit einem Typ angewendet werden (sogenannte
Monomorphie-Einschrinkung):
Annahme: {selfapply: o,z : 7}
(x x) hat einen Typ, deshalb gilt T = 71 — T2 und 7 = 7. Dies er-
gibt einen Fehler, denn es g¢ibt keine Grundtypen, die diese Annahme
erfillen. Aber: es gibt Argumente, so dass (selfapply x) verniinftig ist,
Z.B: selfapply I — (I I) — I.

2. Argumente dirfen eine Menge von Typen haben; das geht tiber die bis-
herigen Regeln hinaus. Wir rechnen mal, als ob die Regeln entsprechend
angepasst waren:

{selfapply: S;x: T}

(x x) muss einen Typ haben = T muss folgende Figenschaft haben:

(1) Fs gibt Typen 7y € T und 71 — 12 €T.

Der von T abgeleitete Typ von (x x) ist dann: Ty = {ra | FEs gibt
m—1 €T undm €T}

Die Typisierung von selfapply kann dann nicht mehr als Menge von Ty-
pen beschrieben werden, die Instanz eines polymorphen Typausdrucks ist,
sondern nur noch als komplexere Bedingung an Mengen von Grundtypen.

Bemerkung Die Typisierung beschreiben wir fiir die Sprache KFPTS, damit
wir moglichst viele Ausdriicke typen konnen, und da es in KFP Ausdriicke gibt,
die wir bendétigen, z.B. Y, die aber keinen polymorphen Typ haben. In KFPTS
kann man durch die rekursive Definitionsméglichkeit von Superkombinatoren
dieses Problem verdecken, so dass man auch fiir rekursive Superkombinatoren
einen polymorphen Typ erhélt.

4.3 Typen fiir rekursive Superkombinatoren

Unser bisheriges Typsystem kann noch keinen Typ fiir rekursiv definierte Super-
kombinatoren erschliefen, da man den Typ eines rekursiven Superkombinators
bereits in die Typannahmen A aufnehmen muss.

Definition 4.3.1 (Fizpunkt, konsistente Annahme) Sei A eine Menge von
(nichtleeren) Annahmen dber alle Konstruktoren und definierte Superkombina-
toren sc;, wobei A = scy :S1,...,8¢, : Sn. Wenn fir alle Superkombinatoren
scj,j = 1,...,n, fir alle 7, € Sj: A& sc; : 7;, wobei die letzte angewende-
te Regel der Herleitung jeweils die Superkombinatorregel ist, dann ist A eine
konsistente Typannahme.
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Diese Bedingung kann man auch schreiben als:
ViV(Ti — ... > Tpy1) € Sic AUZ i T, &y s Th b€ Tga

wenn s¢; T ...Ty, = ¢; die jeweilige Definition von sc; ist.

Die Konsistenz bedeutet, dass man mindestens alle Typen von Superkombina-
toren, die in den Annahmen drin stecken, auch aus diesen Annahmen herleiten
kann.

Definition 4.3.2 Fin Programm ist wohlgetypt, wenn es eine konsistente Typ-
annahme gibt.

Wenn es eine allgemeinste, konsistente Typannahme gibt, dann nennt man die
entsprechenden Angaben sc; : S; auch die allgemeinsten Typen der Superkombi-
natoren.

Wiinschenswert ist, dass dieser allgemeinste Typ sich endlich ausdriicken lésst.
Diese sind i.a. polymorphe Typen mit Typvariablen.

Beispiel 4.3.3 Typisierung eines rekursiven Kombinators.

repeat x = Cons x (repeat x)

Wir nehmen als Typannahme:

A = {repeat : Va,Cons : V(5 — [0] — [8]),z : 7}

Dann ergibt sich: (repeat x) ist getypt, deshalb hat repeat den Typ T — o'
(Cons x (repeat x)) ist getypt, deshalb [7] = o/

und damit (Cons x (repeat x)): [7].

Das ergibt zundichst T — [7].

Das Ergebnis in der Typschreibweise mit neuen Variablen: repeat: o/ — [o/]

Wir testen die neuen Annahmen auf Konsistenz:

Ay = {repeat : V(o — [a]),Cons : § — [3] — [0]}

(repeat x): [7]

(Cons x (repeat x)):[a]und f=a=r7

Der Typ ist damit wieder T — [1] fiir alle T, wobei dies mit der Superkombina-
torregel herleitbar war. Damit ist A1 eine konsistente Typannahme.

Bevor wir zu einem Typalgorithmus kommen, der allgemeinste Typen berechnet,
argumentieren wir, dass das Grundtypsystem garantiert, dass von der Auswer-
tung keine dynamischen Typfehler gemacht werden kénnen, wenn die Program-
me wohlgetypt sind.

Lemma 4.3.4 Fiir direkt dynamisch ungetypte Ausdriicke lisst sich kein Typ
herleiten.

Begriindung. Es gibt folgende Fille, in denen ein Ausdruck dynamisch unge-
typt ist: Wir kénnen der Einfachheit halber annehmen, dass alle Unterausdriicke
einen Typ haben.
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1. (case_T {c ...; ... }) und c ist kein Konstruktor zum Typ. In dem
Fall kann fiir den case-Unterausdruck keine Typregel verwendet werden,
da der Typ des zu untersuchenden Ausdrucks und der Pattern verschieden
ist.

2. (case_T e ...) und e ist in WHNF, aber nicht von der richtigen Form.
Wenn e eine Kombinator-WHNF mit zuwenig Argumenten ist, dann ist
der Typ ebenfalls von der Form a — .

Das gleich gilt fiir eine WHNF, die ein Abstraktion ist.

3. e ist eine Anwendung einer Konstruktor-Anwendung auf ein Argument:
((c t1...tn) t). Da eine Konstruktor-Anwendung einen Typ der Form
(K ry1...7) hat, kann dies kein Funktionstyp sein, und somit ist
(cty... ty) tp+1 nicht typisierbar. O

Lemma 4.3.5 Angenommen, wir haben eine konsistente Typannahme fiir alle
Superkombinatoren. Dann gilt: Wenn t — t' eine Reduktion ist und man fiir t
den Grundtyp T herleiten kann, dann kann man auch fiirt’ den Typ T herleiten.

Beweis. Wir betrachten die Félle der verschiedenen Reduktionen: Es geniigt,
einen Redex zu betrachten. Bei Betrachtung der Oberterme geniigt es, sich
davon zu iiberzeugen, dass nur die Typen, nicht aber die Struktur der Terme
eine Rolle spielt.

1. scty...tn — elt1/z1 ... tp/zn] und sc z ...z, = e sei die Definition fiir
sc. Fiir den Term sc ty ... t, haben wir unter einer Annahme A die Typen
ty1:7T1,...,ty ¢ Tn, hergeleitet und mit der Annahme sc: 7 — ... > 7, —
7 € A dann auch (scty...t,): 7.

Da die Typannahmen konsistent sind, kénnen wir auch diesen Typ fiir
sc mittels der Superkombinatorregel herleiten und somit auch fiir den
Rumpf e. Da die Typisierungsregeln nur den Typ der Terme, nicht aber
deren innere Struktur beachten, erhalten wir, dass fir e[ty /z1...1n/xy)
auch der Typ 7 herleitbar ist.

2. (Az.st) — s[t/x]. Geht analog zur Superkombinatorreduktion.

casey (cit1...tng))) {(e1 w11, 21 001)) — €xpr;. .
(mem,h e xm,n(m)) - 6$pm}

reduziert zu:

expilt1/ i1, s tagi)/Tin))

Die Typregel fiir case erzwingt, dass die Typen fiir alle Ausdriicke
(ci t1...ty(;)) und alle Pattern (c; xj1...7;,(;)) gleich sind und als
obersten Typkonstruktor K4 haben. Wegen der Konvention iiber die
Typvariablen in der Definition von Datenkonstruktoren zu einem Typ gilt,
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dass die Typen der Argumente von (¢; t1...t,(4)) und (¢; i1, .. T (i)
sich aus dem gemeinsamen Typ wieder eindeutig bestimmen lassen, so
dass fiir alle j die Typen von t; und z; ; die gleichen sind. Somit stimmt
der herleitbare Typ des reduzierten Ausdrucks mit dem des case iiberein.

Damit ist jeder Typ des Ausdruck vorher auch noch Typ des Ausdrucks nach
Reduktion, insbesondere, wenn der Ausdruck in WHNF (oder Normalform) ist.
AuBlerdem sind alle Unterausdriicke jedes Terms innerhalb der Reduktion ge-
typt. O

Lemma 4.3.6 Fiir dynamisch ungetypte Ausdriicke lisst sich kein Typ herlei-
ten.

Beweis. Folgt aus Lemma 4.3.4 und aus Lemma 4.3.5. Erinnerung: dynamisch
ungetypte Ausdriicke sind solche, die mit evtl. mehreren Normalordnungsreduk-
tion auf einen direkt ungetypten Ausdruck reduzieren. O

Damit gilt der Satz:

Satz 4.3.7 : (Milner-) Wohlgetypte Programme machen keine dynamischen
Typfehler.

Bemerkung: Dieser Satz ist etwas allgemeiner als fiir das Milnersche Typsystem,
da in Milners System eine etwas eingeschrénktere Typberechnungsmethode ver-
wendet wird. D.h. Milners Satz sagt aus, dass Milner-wohlgetypte Programme
keine Typfehler machen.

4.4 Berechnung von allgemeinsten und poly-
morphen Typen von Ausdriicken. Das ite-
rative Verfahren

Wir erlauben in diesem Abschnitt nur eine Annahme fiir jeden Superkombina-
tor und Konstruktor, wobei diese Annahme sich jeweils als polymorpher Typ
ausdriicken lassen muss.

Als Notation verwenden wir jetzt:

T, b stehen fiir Typen, die Typvariablen enthalten diirfen.

Typvariablen sind mit a bezeichnet.

Die Gleichheit von polymorphen Typen ldsst sich leicht testen, denn fiir poly-
morphe Typen mit Variablen gilt:

71 repréasentiert die gleiche Menge von Grundinstanzen wie 7o, wenn
71 und 75 bis auf Umbenennung von Variablen gleich sind.



Funktionale Programmierung, WS 2007/08, Typen, 6. Dezember 2007 13

Analog reprisentiert 7o mehr Typen als 71, wenn o(m) = 7 gilt fiir eine
Typsubstitution ¢ (mit Variablen). Dieser Matching-Test ist in linearer Zeit
durchfiihrbar.

Die Definitionen sind anzupassen, Z.B.:

Definition 4.4.1 FEin Programm ist wohlgetypt, wenn es eine konsistente Typ-
annahme fiir alle Superkombinatoren g¢ibt und der auszuwertende Ausdruck
einen polymorphen Typ hat beziiglich dieser Typannahmen.

Wenn es eine allgemeinste, konsistente Typannahme gibt, dann nennt man die
entsprechenden Angaben sc; : 7; auch die allgemeinsten Typen der Superkombi-
natoren.

Superkombinatoren, die frei von Rekursion sind, kann man mit dem Typsystem
jetzt schon behandeln. Was noch fehlt, ist eine systematische Vorgehensweise
bei der Berechnung eines einzigen, polymorphen Typs.

Bei rekursiven Superkombinatoren ergibt sich das Problem, dass man deren Typ
schon in der Voraussetzung benttigt. Man mochte natiirlich méglichst den allge-
meinsten Typ der rekursiven Superkombinatoren berechnen, da dieser am infor-
mativsten ist und die besten Verwendungsmoglichkeiten erlaubt. Dazu benotigt
man eine Fixpunktiteration und der Einfachheit halber eine systematische Be-
handlung der Darstellung mittels polymorpher Typen; bei Typklassen muss man
die Darstlellung um die Typklassen-Bedingungen erweitern.

Macht man zunichst die allgemeinsten Annahmen, und verkleinert in einer
Fixpunktiteration diese Annahmen solange, bis die Eigenschaft der Konsistenz
erfiillt ist, dann hat man ein Berechnungsverfahren fiir den grofiten Fixpunkt.
Diese Fixpunktiteration terminiert moglicherweise nicht, was bedeutet, dass es
keinen allgemeinsten polymorphen Typ fiir den betrachteten Superkombinator
gibt, wie wir noch sehen werden.

Im folgenden beschreiben wir einen Typcheck-Algorithmus.

Wir schreiben die Annahmen, die Typvariablen enthalten, wie bereits oben, mit
einem Préfix V, um anzudeuten, dass die Typvariablen unter einem Quantor
stehen und somit deren Name keine Rolle spielt. Im Algorithmus hat das die
Bedeutung, dass diese Typen kopiert werden diirfen.

Wir fiigen eine bessere Behandlung der Gleichungen zwischen Typen hinzu,
d.h. der Beschrankungen der Annahmen, durch. Dazu benétigt man Unifikati-
on (Gleichungslgsen) von polymorphen Typen, um mit diesen Beschrinkungen
umzugehen.

4.4.1 Unifikation

Unifikation operiert auf einer Menge von Gleichungen s = ¢ zwischen Termen,
wobei wir = als symmetrisch betrachten. Die Regeln verdndern die Menge der
Gleichungen. Sie sind nichtdeterministisch formuliert, und kénnen in irgendeiner
Reihenfolge angewendet werden (don’t care non-determinism).

Sei G eine Multimenge von Gleichungen.
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{(cty...th) =(cs1...8,)} UG

1.
{s1=1t1,...,8, = tp UG
5 {a=7}UG
"{a=7}UG[T/a]
wenn 7 # « und o kommt in 7 nicht vor und o kommt in G vor.
3 {a=a}UG
e
4 {(c...)=(d..)}UG
' FAIL
wenn ¢ und d verschiedene Typkonstruktoren sind.
5 {a=7}UG

Fail
wenn « Typvariable, 7 # « und o kommt in 7 vor (Occurs-Check, erscheint
als “infinite type“ in Fehlermeldungen).

Der Occurs-Check-Fehler tritt auf zum Beispiel beim Haskell-Ausdruck:
(\xs -> case xs of y:ys -> y++ys).
Eigenschaften der Unifikation:

1. das Ergebnis ist bis auf Umbenennung der Variablen eindeutig

2. Der Algorithmus ist total korrekt. Er terminiert und findet eine allge-
meinste Losung, wenn irgendeine Losung existiert.

Bei naiver (ungiinstiger) Implementierung ist der Algorithmus zeit-exponentiell.
Er kann aber quadratisch, in dieser Variante als O(n * log(n)) und in einer
anderen Variante sogar linear implementiert werden.

Wir sagen, dass ein Gleichungssystem geldst ist, wenn es von der Form {a; =
T1,...Qn = Ty} ist, und die Variablen «; alle verschieden sind und nicht in den T
vorkommen. Wenn ein Gleichungssystem geldst ist, kann man eine Substitution
ablesen: Aus {a1 = 71,...,a, = 7,} kann man {&y — 71, ..., a, — 7, } ablesen.

4.5 Der iterative Typisierungsalgorithmus

Er soll die bestméglichen (d.h. allgemeinsten) polymorphen Typen fiir die Su-
perkombinatoren berechnen, und ebenso den Typ aller Unterausdriicke und
natiirlich auch des auszuwertenden Ausdrucks.

Normalerweise macht man zuerst eine Abhéngigkeitsanalyse zwischen den Su-
perkombinatoren und startet die Typisierung von unten, d.h. mit den Superkom-
binatoren, die von den wenigsten anderen abhédngen. Danach kann man diese
berechneten Typen in der Typisierung mitverwenden. Wir betrachten die Si-
tuation, in der schon einige Superkombinatoren Typen haben und von anderen
verwendet werden, und wollen die Typen der néichsten Schicht berechnen. Die
schon berechneten Typen der SK bezeichnen wir mit V(4), um anzudeuten, dass
die Typvariablen in § umbenannt werden kénnen.

Er startet mit
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e vorgegebenen Typ-Annahmen iiber die Konstruktoren,

e Dbereits berechneten Typen einiger Superkombinatoren

e den vorgegebenen Typen der Variablen und

e mit Vo als Typen der Superkombinatoren (deren Typ zu bestimmen ist)

Danach werden die Riimpfe der Superkombinatoren getypt, wobei folgende
Regeln verwendet werden. Diese Regeln sind die Regeln fiir Grundtypen,
erweitert um Unifikation. Wir fiigen zu den hergeleiteten Typen noch die
notwendigen Gleichungen zwischen den Typen hinzu.

Schreibweise: t : T, E fiir das Paar aus hergeleitetem Typ und den
Gleichungen E zwischen Typen.

E, bedeutet, dass das Gleichungssystem in geldster Form ist und
der Substitution o entspricht.

Eine implizite Annahme ist, dass verschachtelte cases keine Variablen mehrfach
benutzen, sondern stets neue Variablen einfiihren.

Axiom fiir Variablen
AU{z:7}Fxz:7,0 7 istin den Annahmen eine Typvariable.

Axiom fiir Konstanten

AU{c : ¥6} + {c: 7,0} ¢ ist ein Konstruktor oder ein bereits getypter
Superkombinator. wobei 7/ eine umbenannte Version des Typs § ist mit neuen
Typvariablen.

Anwendungsregel

Aba:1,E1;AFb: 1o, Ey
At (ab): 13, By UEU{m =7 — 73}

wobei 73 neue Typvariable.

Unifikation:

Ara:1,FE

Ara:7 E
wobei E’ aus F durch Anwendung von Unifikationsregeln entsteht, wenn kein
FAIL auftritt.

Ata:1,FE

FAIL

wenn bei Unifikation von E ein FAIL auftritt
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case-Regel:

Al e: /Lo,FO
AU {‘TC171 cT1,1 - 'xl,n(l) : Tl,n(l)} - (Cl 1,1 -- .xlvn(l)) : /1,1,F1

AU{Zm1 Tt - Ton(m) * Tmn(m) b E (€m T -+ Ton(m)) Moy Fim
AU{Z11:T10 - Tin) Ty F e 7, By

AU {mm,l *Tm,1 -+ - Tm,n(m) * TnL,n(m)} Fem: Tm, En
At (caser e {(c1 T1,1 .- T p)) = €15+ 5 (CmTm1 -+ Trnyn(m)) — €m}) i T,
FoUFL U...UF,U{po = pa, -5 o = fm U
EiU..UE,U{Tt=7,....,T =T}
T ist eine neue Typvariable

Abstraktion:

Au{z:m}Ft:n,E
AF(Azt):m — 1o, FE

wobei 71 neue Typvariable.

Typberechnung:
Art: . FE

Abrt:o(r),Es

wobei ¢ die Substitution ist, die durch Unifikationsregeln aus FE berechnet
wird; hierbei darf kein FAIL auftreten.

Superkombinator-Regel zur Berechnung neuer Annahmen

AU{zy:m,...ep:ThtFe: 7, E
AFscio(m —...—> 71, = 7T)

Wenn o Lésung von F und wenn sc x_1 ... x_n = e Definition fiir sc ist.

4.5.1 Typberechnung mittels Iteration:

Man startet mit Annahmen Ay = {s¢; : o; | ¢ = 1,...,n} und be-
rechnet mit der Superkombinatorregel neue Typen sc; : 7/. Danach
iteriert man diesen Zyklus, indem man mit den berechneten Typen
als neue Annahmen A’ = {s¢; : 7/|i = 1,...,n} weitermacht.

Die Iteration terminiert, wenn die Typannahmen konsistent sind.

Es gelten folgende Aussagen zum Typsystem, wobei wir allerdings auf einen
Beweis in diesem Skript verzichten:
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e Die berechneten Typen fiir Superkombinatoren nach einem Iterations-
schritt sind eindeutig bis auf Umbenennung von Variablen. Deshalb sind
auch die berechneten Typen der Superkombinatoren im Falle des Termi-
nierens eindeutig.

e Die erreichten Typannahmen werden in jedem Schritt spezieller, so dass
bei dieser Iteration die Abbruchbedingung nur erreicht werden kann, wenn
die Typannahmen pro Superkombinator bis auf Umbenennung gleich sind.

e Wenn das Verfahren nicht terminiert, dann gibt es keinen polymorphen
Typ fiir den rekursiven Superkombinator, bzw. die verschriankt rekursiven
Superkombinatoren.

Zum Beweis der zweiten Aussage benstigt man eine Monotonie-Eigenschaft:
Wenn die Annahmen fiir die Superkombinatoren spezieller sind, dann sind auch
die hergeleiteten Typen spezieller.

Die dritte Aussage gilt, da Nichtterminierung bedeutet, dass die beteiligten po-
lymorphen Typen immer grofier werden. Da das Verfahren aber den grofiten Fix-
punkt berechnet (im Sinne der Mengen der Instanzen), kann es keinen Grundtyp
7 fiir den Superkombinator geben, denn 7 kann nicht Instanz eines Typs mit
Variablen sein, der syntaktisch grofier ist (mehr Zeichen hat).

Die Uberpriifung auf Konsistenz macht man mit einem Subsumtionscheck fiir
polymorphe Typen. 7y ist allgemeiner als 79, wenn man eine Substitution o fin-
det mit o(71) = 2. Mit Unifikation ist das leicht zu berechnen, indem man die
Variablen in 7, umbenennt, dann die Variablen in 75 zu Konstanten erklart und
danach unifiziert.

Beispiel 4.5.1 Typ von length:

length as = case_list as {Nil -> 0; (Cons x xs) -> (1 + length xs)}
Vorwirtsschliefsen: Sei A = {length : Va,as : 71,%x : T,%s : 73,4+ : Int —
Int — Int}

At length: o’

At (length xs) :7y;73 > T4 =

At 1+ (length xs) : Int, 7y = Int

Verwendung der case-Regel:

Es ¢ilt 0 : Int und Nil : [(3;]

cons: By — [Ba] — [B2]

Al (Cons x xs) : [52]7{7'3 = [,62],7'2 = ﬁg}

AF (case_list as {Nil -> 0; (Coms x xs) -> (1 + length xs)}: T,

{7 =1Int, 73 = [Bo], 72 = B2, = Int, 71 = [B2] = [G1]}

Da die meisten Variablen irrelevant sind, geniigt es, bis auf die Variablen T
und 11, nur die Lisbarkeit der Gleichungen festzustellen. Das Gleichungssystem
nach Unifikation sieht so aus: {T = Int, 71 = 73 = 72|, 74 = Int}

Die berechnete Annahme fiir den Typ von length ist dann: length: [r2] — Int.
Danach ist die Annahme fiir length: V.[73] — Int.

Eine weitere Iteration zeigt die Konsistenz dieser Annahme.
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Beispiel 4.5.2 g x = (Cons 1 (g (g ’c’)))

{x:7,g:Va}

(g ’c’) mit g: oy ergibt zundchst o = ag — ag und ae = Char.

g(g ’c’) ergibt g : B und B = 1 — P2, 01 = as,

(Cons 1 (g (g ’c?))): ergibt By = [Int]

Dies ergibt als nichste Typannahme fiir g: Va.co — [Int]. Verwendet man diese,
so erhdlt man, dass dies der richtige Typ ist.

Beachte: In Haskell ist diese Funktion nicht typisierbar.

Haskell hat eine weitergehende Monomorphie-Beschrinkung:
rekursiv definierte Funktionen diirfen im rekursiven Skopus nur mit einem
Typ verwendet werden. Dies ist bei obigem Beispiel verletzt.

Beispiel 4.5.3 Betrachteg x = g 1:

g:a— [Byx:T ergibt: g 1: . D.h. g: a — (.

Dieser Typ bedeutet, dass das Resultat alle Typen hat. Das kann immer so in-
terpretiert werden, dass die Auswertung von (g x) zu einer WHNF nicht ter-
miniert. Ein Objekt beliebigen Typs (bzw. eines das alle Typen hat), kann nicht
in WHNF sein, denn ein Konstruktor als oberstes Funktionssymbol impliziert,
dass der Typ des Objektes mit dem entsprechenden Typkonstruktor anfingt. Fin
Funktionsausdruck als WHNF hdtte ein — als obersten Typkonstruktor. Es bleibt
nur ein Objekt ohne WHNF, d.h. ein nicht-terminierender Ausdruck. D.h. In
gewissen Fdllen liefert der Type-Checker Nichtterminierungsinformation. Aber
nicht jeder nichtterminierende Ausdruck hat einen solchen allgemeinen Typ.

4.5.2 Frage: Benotigt das Verfahren tatsichlich mehrere
Iterationen?

JA:

Betrachte g x = Cons x (g (g ’c’))

e 1. Iteration
Annahme {x: 7,g: Va}
(g ’c’) : a3 = ag — a3 und ag = Char

g(g 7CJ)
Annahme: g : 8: 8= 81 — (2,01 = a3,
glg ’c’): B

(Cons x (g(g ’c’))): ergibt By =[]
Gesamttyp von g : 71 — [11]

e 2. Iteration
Neue Annahme: {x:7,g: Va — [a]}
(g ’¢’) : a1 — [a1] und ay = Char
g(g ’c’) ergibt g: 81 — [B1], /1 = [Char]
(Cons x (g(g ’c’))): ergibt 71 = [Char] und als Typ
(Cons x (g(g ’c’))): [[Char]]
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e 3. Iteration
Neue Annahme: {x : 71, g : [Char| — [[Char]]}
(g ’c?): [Char] = Char liefert FAIL. D.h. der Ausdruck ist nicht typisier-
bar.

g hat also keinen Typ im iterativen Typsystem.

4.5.3 Frage: Terminiert das Verfahren?
Die Antwort ist NEIN:

Betrachte g x = Cons x (g (g bot)), wobei bot nichtterminierender Super-
kombinator mit Typ V7.

Annahme: {x: 7y,g: Va,bot : ¥y}

(g bot): a1 =g — ag und as =7,

g(g bot): g: Bergibt: B =01 — f2,01 = a3

(Cons x (g(g bot))): ergibt f2 = 1]

Der Gesamttyp von g mittels der Superkombinatorregel ist: 71 — [71]

Neue Annahme: {x:7,g: Va — [a],bot : Vy}
(g bot) :: [a] und ag = 1.

g(g bot): g: g — [aa], 0 = [,

(Cons x (g(g bot))): ergibt [[a1]] = [71]
Superkombinatorregel fiir g: [o1] — [[aq]]

Wir berechnen dies mit einer allgemeineren Annahme, wobei wir die n-fache
Anwendung des Listen-Typ—Konstruktors mit [-]™ notieren.
{x:71,g:V[a]® — [a]"! bot : Vv}

(g bot) Hat Typ [ay]? !

g(g bot) g : [aa]™ — [aa]™ L, [a]™ =[]t = g = [ay]. Es ergibt

sich: g(g bot) : [ag]"+?
Cons x (g (g bot)) Wegen Cons : § — [B] — [B] ergibt sich [r]
[on]"+2
Cons x (g (g bot)) : [aq]""?
Der hergeleitete Typ von g ist dann: [a]" Tt — [a]7+?

Da der Typ immer tiefer geschachtelt wird, terminiert dieses Verfahren nicht.

Beispiel 4.5.4 : Ein weiteres Beispiel zur Nichtterminierung, das leichter zu
iberschauen ist, aber zwei rekursive Superkombinatoren bendtigt:
Man kann konstante Superkombinatoren A, B definieren:

(B]
[A]

A
B

Man wird mit dem hier angegebenen Verfahren iterativ immer tiefer geschachtel-
te Typen bekommen. Denn die Annahme A : 11,B : 1o mit beliebigen Typtermen

und somit 71 = [aq]"T!. Der Resultattyp ist
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71 und 1o liefert danach A : [12],B : [11]. Typkonsistenz kann nicht erfillt sein,
da wir dann eine zyklische Abhingigkeit hitten: 71 C [12], und 7o C [r1] dies
kann nur sein, wenn 71 C [[11]], was niemals stimmt. Damit kann das iterative
Typinferenzverfahren nicht terminieren.

Nochmal zur Erinnerung:

e Das iterative Typisierungsverfahren berechnet einen gréfiten Fixpunkt der
Typannahmen bzgl. eines Iterationsschritts.

e Typisierbar bedeutet: es gibt einen Fixpunkt (eine konsistente Typannah-
me).

e Das iterative Verfahren findet einen grofiten Fixpunkt, wenn es iiberhaupt
einen Fixpunkt gibt, d.h. es ist vollstindig und korrekt.
Begriindung: Die Iteration muss immer tiefer geschachtelte Typen liefern,
sonst wird ein Fixpunkt gefunden.

e Wenn es einen Typ gibt, dann wird das iterative Verfahren diesen finden,
und kann hochstens einen allgemeineren poylmorphen Typ liefern. Es wird
also in dem Fall erfoglreich terminieren.

Es gilt aber: (das war damals auch fiir die Fachleute {iberraschend:)
Satz 4.5.5 Fs gilt: (iterative) Typisierung ist unentscheidbar.

Das Kern des Problems ist die sogenannte Semi-Unifikation, die unentscheidbar
ist.

siehe: A. J. Kfoury, Jerzy Tiuryn, Pawel Urzyczyn: The Undecidability of the
Semi-unification Problem. Information and Computation 102(1): 83-101 (1993)

4.5.4 Terminierung:

Die Terminierung kann auf Kosten der Berechnung des allgemeinsten Typs er-
zwungen werden (bzw. auf die Gefahr hin, dass ein Ausdruck als ungetypt abge-
lehnt wird), wenn man nach einigen Iterationen einen “Milner “-Iterationsschritt
anschlief3t:

Erlaube nur noch Instanzen des Typs in der Typ-Annahme ohne
Umbenennung der Typvariablen. Anschlieffend unifiziere den berech-
neten Typ eines Superkombinators mit dem Typ in der Annahme.

Danach ist dann ndmlich die Bedingung der konsistenten Typannahme automa-
tisch erfiillt.

Beispiel 4.5.6 g x = Cons x (g (g bot))

Das iterative Typisierungsverfahren terminiert nicht fir dieses Beispiel. Das
Verbot von Kopien des Typs des aktuell zu typisierenden Superkombinators er-
qibt:
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{x:71,g: Va — [a],bot : v}

(g bot): a — [a] und a =y

g(g c) muss getypt sein = g: a — [a],a = [a]:

Die letzte Gleichung oo = ] ergibt einen Fehler bei der Unifikation.

Aussage 4.5.7 Werden fiir die zu typisierenden Superkombinatoren keine um-
benannten Kopien von Typen erlaubt, dann terminiert das Typisierungsverfah-
ren im ersten Iterationsschritt.

Begriindung. Das Verfahren startet mit der Annahme A = Ao U {s¢; : a;},
wobei Ag die Konstruktoren und bereits typisierten Superkombinatoren enthilt
und sc; die zu typisierenden Superkombinatoren sind. Da keine Kopien des
Typs von Superkombinatoren sc; gemacht werden, kénnen alle Anforderungen
an den Typ der Superkombinatoren sc; berechnet und danach unifiziert werden.
Am Ende ergibt sich entweder ein FAIL beim Unifizieren, oder die Unifikation
ist erfolgreich und der fiir sc; angenommene Typ ist gleich dem berechneten

Typ.
4.5.5 Typisierungsverfahren von Milner

Abhingigkeitsanalyse

Seien SK;,i = 1,...,n die nicht typisierten Superkombinatoren. Sei SK; = SK;
gdw. SK; benutzt"SK 5 im Rumpf. Dann sei <* der reflexiv-transitive Abschlufl
von =. Sei = die Aquivalenzrelation zu <*, d.h.

SK; ~ SKj gdW. SK; <* SKj A\ SKj <* SK;

Der Algorithmus

Das Typisierungsverfahren von Milner geht so vor wie das iterative Verfahren,
mit folgenden Unterschieden,

e Superkombinatoren werden nach der Abhéngigkeitsanalyse von unten
nach oben typisiert: In jedem Typcheck-Schritt wird eine minimale =-
Aquivalenzklasse getypt (deren Superkombinatoren rekursiv voneinander
abhéngig sind); Die Typen von bereits typisierten SK werden wie die von
Konstanten verwendet.

e Von zu typisierenden Superkombinatoren wird nur eine Kopie des Typs
erlaubt wihrend dieser Typcheckphase erlaubt. Die Suoperkombinatorre-
gel wird dazu abgewandelt:

Superkombinator-Regel ala Milner

AU{zy :1,...xn ot e: 7, E
Abscio(mm—...— 1 —T)
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Wenn o Losung von EU{a =71 — ... = 7, — 7} ist, wobei sc : a die
Typannahme sc x_1 ... =x_n = e die Definition fiir sc ist.

Werden mehrere Superkombinstoren gleichzeitig typisiert, muss man in die
Unifikation alle Ergebnisse der Superkombinatorregeln eingehen lassen.

e Am Ende eines Typcheckschritts werden durch die Unifikation automa-
tisch die Annahmen und der berechnete Typ pro zu typisierendem Super-
kombinator gleichgemacht.

Im niichsten Typisierungsschritt wird dann eine minimale Aquivalenzklasse von
~ typisiert.

Diese Vorgehensweise berechnet i.a. allgemeinere Typen als “alle auf einmal“,
da fiir die bereits typisierten SK Kopien der Typen moglich sind.

Das Milner-Verfahren liefert eingeschrinktere Typen als das oben beschriebene
iterative Verfahren, oder lehnt woméglich einen (iterativ wohl-getypten) Aus-
druck als ungetypt ab. Das Verfahren hat aber dafiir den Vorzug, dass es termi-
niert und (gegeniiber einem irgendwann abgebrochenen und mit Milner-Schritt
beendeten iterativen Verfahren) eindeutige polymorphe Typen liefert. Es wird
deshalb in mehreren Programmiersprachen verwendet. Da Programmierspra-
chen wie Haskell, ML, und Miranda u.a. letrec- Konstrukte haben, ist das Ty-
pisierungsverfahren etwas komplizierter als das hier beschriebene, denn es muss
lokal rekursiv definierte Funktionen ebenfalls typen konnen.

Die worst-case Komplexitdt des Problems “ist eine Funktion Milner-
typisierbar? ¢ ist EXPSPACE-hard. Dies wirkt sich so aus, dass es Funktionen
gibt, deren Typ im Milner Typsystem exponentiell viele Typvariablen benétigt.
Das Milner Typsystem macht Unterschiede zwischen let-gebundenen und
lambda-gebundenen Variablen: let-gebundene diirfen polymorph sein, lambda-
gebundene Variablen miissen monomorph sein. Auflerdem diirfen rekursiv de-
finierte Superkombinatoren im rekursiven Aufruf nur mit einem Typ benutzt
werden.

Wir wollen die guten Eigenschaften des Milner-Typsystems begriinden:

Aussage 4.5.8 Das (Milner-) Typisierungsverfahren terminiert.

Es gentigt, sich klar zu machen, dass ein Typisierungsschritt fiir eine
Aquivalenzklasse von & terminiert.

Beispiel 4.5.9 Milner-Methode: Berechne den Typ der Funktion map.

map f as = case_list as {Nil -> Nil;
(x:xs8) -> (f x) : (map f xs)}

Die Typannahme ist A = {map: a,f : 71,28 : 7o, X : T3,XS : T4}.
Typ-inferenz fiir map ergibt:

1. map f xs getypt = map : a1 — g — Q3, ¥] — Qg — Q3 = Q, Q] =
T1, Qg = Ty4.
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(f x) getypt = 71 =73 — T3

(f x) : map f xs getypt: Cons: 174 — [15] — [76], T5 = 76, [T6] = a3
Nil wund (f x) : map f xs haben den gleichen Typ: [31] = [76]
x:xs ist getypt: T4 = 73]

as, Nil und x:xs haben gleichen Typ: 7o = [B2] = [73]

Ergebnis ist vom Typ [16] = a3

S S T S

Unifikation ergibt: 75 = 176 = 1,73 = Po,a =To = 3] an =711 =73 —
Ts, Qg = T4, 3 = Ty = (T3]

Insgesamt ergibt sich: map: (13 — 75) — [13] — [75] oder, standardisiert:
map : (a — ) — [a] — 5]

Beispiel 4.5.10 Der Milner Algorithmus kann  Typfehler liefern, ob-
wohl der iterative Algorithmus einen Typ liefert: 2.B. fir die Funktion
g x = 1: g(g ’c?) liefert der Milner-Algorithmus, dass diese nicht wohlgety-
pt ist, obwohl wir iterativ dafiir den Typ: a — [Int] berechnet haben:

g 1 — o, Xy,

g ’c’: ag,; = Char

g (g ’c’): ag;ag = Char

1:g(g ’c?) erfordert mit cons: 8 — [B] — [f]

(8 = Int,[Int] = [Char]

Das ist nicht unifizierbar.

Ein Test in Haskell liefert: nicht (Haskell-)typisierbar.

Beispiel 4.5.11 FEin weiteres Beispiel zum Unterschied zwischen Milner und
iterativer Typisierung: Das Milner-Verfahren kann einen eingeschrinkteren Typ
liefern als das iterative.

data Tree a = Leaf a | Node a (Tree a) (Tree a)
gxy=DNodel (gxy) (gyx

g :: forall a t. (Num a) => t -> t -> Tree a

Das iterative Verfahren erzwingt keinen Zusammenhang zwischen den beiden
Argumenten von g, somit ist der iterativ bestimmte Typ, hier angegeben mit
Typklassen:

g::Num a => t1 -> t2 -> Tree al.
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Eine vereinfachte Vorgehensweise bei der Milner-Typisierung:

Wir beschreiben eine Vereinfachung des Milner-Typalgorithmus, der in einfa-
chen Féllen den polymorphen Typ rekursiv definierter Funktionen ausrechnet,
und der auch mit Pattern umgehen kann. Das ist im obigen Verfahren durch
eine Ubersetzung in einen case-Ausdruck nachvollziehbar.

Bei der Berechnung wird unterschieden zwischen Konstanten und Funktionen,
deren Typ schon bekannt ist bzw. berechnet wurde und solchen, deren Typ zu
ermitteln ist. Der wichtige Unterschied ist:

Der Typ von Funktionen mit bekanntem Typ darf umbenannt verwendet wer-
den, denn der Typ hat schon die Form Va,b,....7[a,b,...].

Das Vorgehen bei der Berechnung des Typs einer einzigen rekursiven Funktion
die mittels £ x_1 ... x_n = ... definiert wird, kann man etwas vereinfacht
so beschreiben:

e Es wird f::a angenommen, a eine Typvariable. Ebenso wird x_1::b_1
...x_n:: b_n angenommen, wobei b_1,...,b_n Typvariablen. Die glei-
chen Annahmen machen wir bei mehreren Gleichungen, wobei das glei-

che a genommen wird. Der Typ der linken Seite, d.h. £ x_1 ... =x_n,
wird als b_{n+1} angenommen. Das ergibt bereits die erste Typgleichung
a=D>b_1->... bon -> b_{n+1}.

Bei der Verwendung von Pattern gehen ersatzweise neue Gleichungen
x_1 = p_i ein, wobei die Variablen des Pattern ebenfalls als mit neuen
Typvariablen getypt angenommen werden.

e Die Typregeln werden verwendet, um den Typ der in der Definition (bzw.
Definitionsgleichungen) vorkommenden Ausdriicke zu berechnen. Hierbei
wird fiir jedes Vorkommen von f die Typvariable a genommen, ohne Um-
benennung, bzw. die berechnete Instanz. Die Typberechnung instanziiert
die freien Typvariablen wéhrend der Typberechnung der Unterausdriicke.
Bei der Typberechnung und bei der Losung von Typgleichungen wird der
Unifikationsalgorithmus verwendet.

e Man setzt die Typen der linken und rechten Seiten von Definitionsglei-
chungen gleich, und verwendet dazu den Unifikationsalgorithmus. Am En-
de ergibt sich der Typ von £ als :
~( b_1-> ... => b_n -> b_{n+1}), wobei v die insgesamt berechnete
Typsubstitution ist.

Weiteres Beispiel, das auch einen Unterschied zwischen in Haskell vorgegebenen
und selbst definierten Funktionen zeigt.

Beispiel 4.5.12
Wir berechnen den Typ der length-Funktion:

length [] = 0
length (x:xs) (1 + length xs)
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Start mit folgenden Annahmen:

length::a, x1 :: by, Typ der linken Seite; bs.

Hier eine Tabelle der Ausdriicke, die getypt werden und die Ergebnisse, wobei
wir annehmen, dass Zahlen wie 0 als Int getypt werden. Die Typvariable a;
werden jeweils neu eingefihrt, wenn nétig.

z.1 = [] by = [a1]

length [] a = la1] — bo

=0 by = Int

(z:xzs) T ag, TS az, az = [az], (z:zs):: [as]
z.1 == (z:z3) [a1] = [az], a1 = a2

length zs keine neuen Gleichungen

(1 + length zs) keine neuen Gleichungen

Ergebnis: length :: [ai]->Int.

Versucht man, die etwas zu starke Beschrdinkung Int zu verallgemeinern durch
Num a => a, dann erhdlt man: length:: Num a => [b]l->a, was allgemeiner als
der Typ im Haskell-Prelude ist, aber von Haskell-Typchecker fiir obige Funkti-
onsdefinition berechnet wird.

Die entsprechende Haskell-Funktion ist genericLength im Modul List.

Beispiel 4.5.13

(1 ++ ys = ys
(x:x8) ++ ys x: (xs++ys)

Zum Berechnen gehen wir vor wie oben und tabellieren die Ergebnisse.
Annahmen: x:xs:: by, ys:: ba.
a = b1 — b2 — b3
[] ++ ys = ys by = [a1], bg = bo

(z:xs) T ag, TS ag, ergibt: ag = [ag] = by
(z:zs) ++ ys by = [a1] = [ag], also a1 = as.
(zs++ys) it by keine neue Gleichung;

z: (zs++ys) by = [a1]

Erst hier wird der Resultattyp eingeschrinkt!
Ergebnis: ++: [a1] — [a1] — [a1]

Bemerkung 4.5.14 : Zur Typisierung in Haskell: In Haskell und Gofer ist
der Superkombinator g x = Cons x (g (g ’c’)) nicht typisierbar. Der Grund
ist das Typsystem von Haskell / Gofer, das auch Typklassen unterstiitzt und
Uberladung auflost. Die Uberladungsauflisung soll zur Compilezeit auf einfa-
che Weise mdglich sein. Dies wird unterstitzt durch die Berechnung von einge-
schrankteren Typen (nach Milner).

Beispiel 4.5.15 Als zweites Beispiel die Berechnung des Typs von foldr:
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foldr f z as = case_List as {[] -> z;
x:xs > f x (foldr f z xs)}

1. foldr::ay — as —ag —aq, f:ay,z:a,as8: s
Wegen case_List as {[] -> z; ... :a3=[as], a2 = ay.

Pattern x:xs  z:0g, s [ag] = [as], d-h. o = as.

e

f x (foldr f z x8): a1 = ag — ag — ag: Der Grund ist, dass der
Resultattyp durch z festgelegt wird.

5. es ergibt sich: foldr:: (a5 — as — ag) — ag — [a] — as.
Das st auch der Typ, den das Haskell-Typsystem berechnet.

Definition 4.5.16 Ein Typ 11 ist allgemeiner als ein Typ 1o, wenn es eine
Substitution o fir die Typvariablen gibt, so dass o(11) = To. Dieser Test ist in
linearer Zeit durchfithrbar durch strukturelles Durchmustern der beiden Typen.

Erhilt man mit dem Milner Typberechnungsverfahren einen allgemeineren Typ
fiir einen Superkombinator, als den im Programm festgelegten — falls man einen
festgelegt hat —, so ist das nicht weiter schlimm, aber die Information kénnte
niitzlich fiir den Programmierer sein. Erhélt man einen spezielleren oder einen
anderen Typ als den vorgegebenen, so ist die vorgegebene Typisierung vom Typ-
checker abzulehnen. Spezieller darf der Typ nicht sein, da dann die Konsistenz
der Annahmen verletzt wird.

4.5.6 Bemerkung zur Erweiterung von Typsystemen

Es ist moglich, ein Typsystem zu definieren, das es erlaubt, Baéume mit geschach-
telten Listen zu implementieren. Dafiir muss man aber bei der Unifikation den
Occurs-check weglassen, und muss rekursiv definierte Typen akzeptieren, die
sich nicht als endliche Terme darstellen lassen. Ein weiterer Nachteil ist, dass
eine bestimmte Klasse von Typfehlern manchmal unentdeckt bleibt. Es sind
gerade solche Typfehler, die eine “falsche“ Schachtelung von Datenstrukturen
charakterisieren. Fehler in Haskell: “...infinite type ... “.

Beispiel 4.5.17 Argument-ignorierende Funktion: £ x = f

A {f : m5x 0 o} Typ von £: 7o — 11 Unifikation mit 7 ergibt 71 = 70 —
71. Standardunifikation liefert einen Fehler. Weglassen des Occurs-check wiirde
diesen Typ zulassen.

Beispiel 4.5.18 Funktionen auf geschachtelten Listen:

Die Funktion nn soll die Anzahl der Nil-Vorkommen in einer geschachtelten
Liste zihlen:

nn xs = case_list xs {Nil -> 1; (Cons y ys) -> ((nn y) + (nn ys))}
Typisierung mit dem iterativer Typcheck:
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A={nn:[a] — Int,as: 7}

Der (case-Ausdruck hat Typ Int.

xs: [aq] =7

y:iag,ys: (o], (an y) : [as] = o

ergibt den neuen Typ: [[a]] — Int. Man sieht: Die Iteration terminiert nicht.
In Haskell ist diese Funktion nicht typisierbar und wird zurickgewiesen:

nn Nil =1
nn (x:xs) = (nn x) + (nn xs)

Der Typ von nn darf wihrend des Typcheckens nicht kopiert werden. Das ergibt:
{nn:[a] — Int,xs: 7}

Der case-Ausdruck hat Typ Int.

xs: (o] =7

y:a1,ys: o] (an x): (o] = a1 (an xs): [o] = (o]

Unifikation (ohne Occurs-check) ergibt hier o = aq = [a].

Erlaubt man Unifikation ohne Occurs-Check, so kénnte man als Typ folgenden
Ausdruck nehmen:

nn :: [a] — Int where a = [q]

DaNil : [«], wobei a beliebigen Typ haben kann, wird in diesem Typsystem eine
verschachtelte Liste beschrieben, wobei nur Nil oder bot:« als Blatt erlaubt ist.
Man kann auf dieser Idee ein Typsystem aufbauen, das ebenfalls dynamische
Typfehler verhindert. Allerdings erhidlt man andere Nachteile, wie z.B. nicht
erkannte Fehler beim Programmieren.

Empfehlung: Man sollte die Typcheckvariante mit Occurs-check benutzen.

4.5.7 Typisierung unter Beteiligung von Typklassen

Zur Konstruktion eines Typisierungsalgorithmus, wenn Typklassen beteiligt
sind, setzen wir auf dem System fiir Grundtypen auf. Analog zur Darstellung
einer Menge von Grundtypen nehmen wir in dem Fall die Darstellung einer
Menge von Grundtypen durch einen polymorphen Typ, der durch Typklassen
eingeschrénkt ist.

Wir nehmen dafiir an, dass die Sprache um Typklassen erweitert ist. Typklassen
sind so definiert, dass sie genau Mengen von Grundtypen entsprechen, d.h. es
sind einstellige Priadikate. Wir nehmen auch an, dass die Definitionen der Typ-
klassen festlegen, welche Grundtypen zur Typklasse gehéren und welche nicht.
Die Syntax eines Typs ist:

TKL: a1,...,TKL, a, => 7

wobei TKL; eine Typklasse, o; Typvariablen und 7 ein polymorpher Typ ist.
Damit kann man die Menge der Grundinstanzen eines Typs

TKL; av,...,TKL, a, => 7
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hinschreiben:
{o(7) | o ist Typsubst. und o(a;) € S(TKL;) fiir alle 7}

wobei S(TKL) die Menge der Grundtypen sein soll. die zur Typklasse TKL
gehoren.

D.h. man kann einen erweiterten Typ als polymorphen Typ auffassen, der noch
konjunktive Bedingungen fiir die Typvariablen erfiillen muss. D.h. man hat einen
polymorphen Typ mit Constraints.

Beispiel 4.5.19 Wir bestimmen den Typ des Ausdrucks
1 ==10

Der Typ von == ist Eq a => a -> a -> Bool. Der Typ von [] ist [b].
Damit ist der Typ von ((==) [1) der Ausdruck Eq [b] => [b]l -> Bool,
d.h. die Instanzen von [b] -> Bool, wobei [b]l in der Typklasse Eq sein
muss. Aus der Definition der Typklassen in Haskell ergibt sich, dass es
eine Definition gibt, die impliziert, dass Eq [b] gilt gdw Eq b. Damit bleibt
Eq b => [b]l -> Bool. Der Typ des Vergleichs ergibt jetzt, dass man fir das
zweite [1 den Typ [c]hat:

[ ==10:: Eq b => Bool.

Vergleicht man mit Haskell, so sieht man, dass das der Typchecker von Has-
kell fast genauso macht. In friheren Versionen war es genau dieser Typ. In
der neuesten Version werden offenbar die irrelevanten Bedingungen weggelas-
sen. Das ergibt [1 == []1:: Bool.

In  fritheren Versionen won haskell war der Ausdruck typisierbar, aber
nicht auswertbar, denn der benutzte Typ wvon (==), der sich ergibt ist
Eq a => [a] -> [a] -> Bool, aber a ist nicht spezifizierbar. D.h. die Fehler-
meldung kamt vom Versuch, die Uberladung von (==) aufzuldsen.

Dies konnte beheben durch explizite Typisierung:

(1 == ([J::[Int])

Dann ergibt sich Eq Int => [Int] -> [Int] -> Bool als benutzten Typ von
(==). Hierbei ist die Bedingung Eq Int aufgrund der Definition erfillt, so dass
man genau den Typ [Int] -> [Int] -> Bool hat.

In der aktuellen Version (2006) wird offenbar direkt ausgenutzt, dass die Typ-
variable a des Typs [a] von [1 keine Rolle spielen kann bei der Auswertung, so
dass es keinen Fehler gibt.

Der Ausdruck

\x->x == \x->x

ist nicht typisierbar: Man erhdlt analog zu oben als Typ von ((==) (\x->x))
Eq (a->a) => (a->a) -> Bool. Da aber Eq (a->a) nicht gilt, hat dieser Typ
eine leere Instanzmenge, und man erhdlt einen Typfehler.
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Beispiel 4.5.20 Als zweites Beispiel die Funktion summe:

summe xs = case_List xs of {[] -> 0
(y:ys) -> y + summe ys}

summe:: Num a => [a] -> a

Als Annahme nehmen wir {x : 71, summe : Vo }.

Es ergibt sich: 71 = [12], y : T2,ys : [12],

O :: Num a => a, (+) :: Num a => a -> a -> a,

Damit ergibt (y +): Num 7o => T => To.

Aus der Superkombinatorregel folgt: Num 1o => [15] => To.

Das ist der Fizpunkt, was man durch einen weiteren Iterationsschritt verifizieren
kann.

Dieser Typ wird auch vom Milner Typalgorithmus berechnet und auch vom Has-
kell Typsystem ausgegeben: summe :: Num a => [a] -> a.

Bei der Auflésung der Uberladung von (+) wird ebenfalls festgestellt, dass man
den Grundtyp nicht zur Compilierzeit firieren kann. Die Funktion summe muss
hierbei so in die Kernsprache tibersetzt werden, dass sie ein verstecktes Typar-
gument ([al) bendétigt. Damit lisst sich die Uberladung zur Laufzeit auflosen,
da der genaue Typ fiir die Anwendung von (==) daraus zu errechnen ist.

Beispiel 4.5.21 Ein Beispiel zu einem Programm, das lineare Gleichungen
nach dem Gauss-Verfahren lést (gauss.hs).

Die Funktion gauss erwartet als Argument die Parameter des Gleichungssys-
tems, die letzte Spalte sind die Werte der rechten Seiten. Das Gauss-Verfahren
kann man so programmieren, dass es den Typ

gauss:: Fractional a => [[a]] -> [al]

hat. D.h. die Division muss erlaubt sein. Gibt man eine Matriz von Integer
als konstanten Superkombinator ein, dann hat die Matrixz den Typ

matrix :: Num a => [[a]l]

Vom Typchecker in Hugs98 erhdlt dieser leider den spezielleren Typ
[[Integerl], was beim Aufruf gauss matrix einen Fehler ergibt. Hier ver-
gibt der Typchecker offenbar fehlerhaft zu spezielle Typen. Gibt man den Typ
von matrix explizit ins Programm ein,

ergebnis = gauss matrix

dann erhdlt man

:t ergebnis ----> [Double]
Aber:

:t (gauss matrix) :: Num a => [a]



Funktionale Programmierung, WS 2007/08, Typen, 6. Dezember 2007 30

Unser Constraint- Verfahren liefert:
(gauss matrix) :: (Fractional a, Num a) => [a]

Aber es gilt ja, dass Fractional C Num, so dass man Num weglassen kann. Fiigt
man die Typangabe ins Programm ein:

ergebnis :: Num a => [a]

dann kann man im Interpreter durch Typangabe entweder die Gleitkommadar-
stellung oder die Bruchdarstellung abrufen.

Main> ergebnis ::[Double]
[46.4371,27.8623,48.759,6.19162]

Main> ergebnis ::[Ratio Integer]

(7755 % 167,4653 %, 167,32571 %, 668,1034 % 167]

Das analoge Verhalten zeigt auch ghci (2006).

4.6 Subtypen, Ko- und Kontravarianz

Man kann das Milnersche Typsystem mit Subtypen erweitern. Wir nehmen mal
hypothetisch an, dass die Syntax dafiir bereits existiert.

Um die typischen Effekte zu sehen, nehmen wir hierzu als Subtypenhierarchie
Nat < Int < Float < Complex

Wenn ein Unterausdruck einen Typ 7 hat, dann darf man typméfig jeden Aus-
druck dafiir einsetzen, der einen Typ 7’ mit 7/ < 7 hat.

Aus den <-Beziehungen kann man weitere schlieflen, z.B. [Int] < [Complex].
Das gleiche fiir Tupel und die meisten benutzerdefinierten Typkonstruktoren.
D.h. aus 7; < 7/ folgt (m4,...,7) < (74,...,7,,). Dies nennt man kovarian-
te Fortsetzung der Ordnung. Fiir benutzerdefinierte Typkonstruktoren gilt die
Konvarianz, wenn man keine —-Typen in den Datenkonstruktoren verwendet,
genauer: wenn « eine Typvariable ist, die in einem Fatenkonstruktor vorkommt,
dann darf « nicht an einer “kovariantenSStelle vorkommen; das sind solche, bei
denen man im Syntaxbaum des Typs von oben ungerade oft ins erste Argument
eines Pfeil-Typs (11 — 72 geht, um zur Variablen « zu kommen.

Allerdings sieht es bei Funktionstypen anders aus:

Man kann aus 73 < 71 und 75 < 74 nicht schliefen, dass 71 — 7 < 7f — 74: Sei
f+Int — Complex und g : Nat — Float.

Dann kann man im Ausdruck (f((—1) :: Int) 4+ compies ©) die Funktion f nicht
durch g ersetzen, denn g kann nicht mit Int-Argumenten arbeiten.

Aber: Wenn man folgende Funktionen hat:

f": Nat — Complex und ¢’ : Int — Float.

Dann kann man in f'(1 :: Nat) +comples ¢ die Funktion f’ durch ¢’ ersetzen.
Verallgemeinert man das, erhélt man:

71 <71 und 7o < 74 impliziert 7, — T < T — T
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Diese Fortsetzung der Ordnung nennt man auch kontravariant im ersten Argu-
ment, wihrend man das Verhalten der anderen Argumente und Typkonstruk-
toren kovariant nennt.



